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RESUMO

Neste trabalho apresenta-se um estudo cujo objectivo principal € a aplicacdo e validagdo de um
programa de cdlculo automatico que implementa numericamente o teorema cinemadtico a
determinacgdo dos valores dos coeficientes de impulso de terras sobre uma estrutura de suporte.
Os casos estudados correspondem a macicos puramente atriticos, com superficie horizontal,
aplicando os impulsos sobre um paramento vertical rugoso. Determinam-se coeficientes de
impulso correspondentes a carregamentos motivados pelo peso do solo e pela aplicacdo de
sobrecargas a superficie do terreno. Comparam-se os valores calculados com os obtidos de
solucdes existentes do teorema cinematico e do teorema estético.

ABSTRACT

The main aim of the study presented in this paper is to apply and validate an automatic
calculation program for numerical implementation of the kinematic theorem of limit analysis in
the calculation of earth pressure coefficients on a rigid retaining structure. The analysis is
carried out on frictional soils with horizontal ground surface and vertical retaining wall with
friction. Earth pressure coefficients due to the soil weight and uniform vertical surcharge with
ground surface are determined. Finally, the results are compared with those given by upper- and
lower-bound existing solutions.

1. CONSIDERACOES INICIAIS

A utilizacdo dos teoremas cinemdtico (ou da regido superior) e estitico (ou da regido inferior)
da anélise limite no estudo da estabilidade de uma estrutura mecénica permite, a partir das
condicdes impostas sobre o comportamento dos materiais constituintes, da sua geometria e do
modo de carregamento, enquadrar a fronteira F do conjunto das cargas suportdveis por essa
estrutura. Os carregamentos que se encontrem sobre a fronteira F sdo designados por
carregamentos limites. Se um dado carregamento que actua sobre uma estrutura pertence ao
conjunto das cargas suportdveis, a estrutura serd estavel. Evidencia-se, assim, a importincia de
conhecer a forma de F. Em casos pontuais, a aplicagdo dos teoremas acima referidos conduz a
resultados coincidentes, levando assim a determinac@o dos valores exactos dos carregamentos
limites suportdveis pela estrutura. Em geral, ndo se consegue obter a exacta fronteira F e torna-
se necessario recorrer a determinacdo de aproximacgdes, quer pelo seu interior quer pelo seu
exterior, utilizando respectivamente o teorema estitico e o teorema cinemaético.



Este trabalho tem por base o teorema cinemdtico, cuja aplicacdo passa pelo cdlculo da diferenca
entre a poténcia dissipada plasticamente pelo material, P;, e a poténcia fornecida pelo
carregamento exterior, P, num dado campo de velocidades. Se essa diferenca € negativa, o
carregamento ndo serd suportado pela estrutura. A minimizagdo de P; - P. conduz a
aproximacdes exteriores da fronteira F do conjunto dos carregamentos suportdveis,
tornando-se necessiria a optimizacdo deste processo por forma a encontrar a que melhor
represente o valor tedrico dos carregamentos limites.

O objectivo principal deste estudo consiste na aplicac@o e validagdo de um programa de célculo
automdtico de aproximacdes de carregamentos limite a determinacdo dos valores dos
coeficientes de impulso de terras sobre uma estrutura de suporte. Este programa implementa
numericamente o teorema cinemdtico estabelecendo automaticamente o campo de velocidades
que minimizam a diferenca P; - P.. Por conseguinte, os mecanismos constituem um resultado
directo da aplicagdo desta ferramenta de cédlculo. O método de resolucdo do problema de
minimiza¢do adoptado, a sua discretizagdo recorrendo ao método dos elementos finitos bem
como a sua implementacdo numérica e bases tedricas encontram-se descritos em [1] e [2],
representando este ultimo trabalho o ponto de partida para a realizacao deste artigo.

2. METODOLOGIA

2.1 Defini¢cao do modelo

Pretende-se com este estudo determinar coeficientes de impulso activos e passivos. Para ambos
os casos determinam-se pressdes de terras para dois carregamentos: um correspondente a
aplicacd@o do peso volumico (Figura 1) e o outro correspondente a aplicagdo de uma sobrecarga
constante a superficie horizontal do terrapleno (Figura 2). O objectivo €, assim, determinar-se
coeficientes K,, e K, para o primeiro caso e K,q ¢ K,q para o segundo. Como mostram as
figuras, para o primeiro carregamento admitiram-se diagramas de pressdes normais, O,, €
tangenciais, 7, triangulares, enquanto que para o segundo se consideraram diagramas de
pressdes rectangulares. Admitem-se neste trabalho tensdes tangenciais positivas quando com

sentido ascendente, conforme indicado nas figuras seguintes. O dngulo de atrito solo-estrutura é
assim dado por:

o= arctan[rj (D)
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Figura 1 — Defini¢do esquemadtica da geometria e carregamentos — aplicacdo do peso volimico
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Figura 2 — Defini¢do esquemadtica da geometria e carregamentos — aplicacdo da sobrecarga q a
superficie do terreno

2.2 Escolha da malha de elementos finitos

A ferramenta numérica usada fornece solugdes da regido superior com aproximacao dependente
do refinamento considerado para a malha. Por motivos que ultrapassam o dmbito do presente
trabalho, os elementos finitos utilizados sdo triangulares e usam uma aproximacao linear para a
a velocidade de deslocamento e, portanto, uma aproximacgdo constante para as velocidades de
deformacdo (ver [1]). Os elementos triangulares sdo obtidos a partir de elementos rectangulares
através da sua divisdo em quatro recorrendo as suas diagonais. Para a escolha da malha de
elementos finitos foram testados para o caso da determinagdo de K, correspondente a ¢’=30° e
8=2¢’/3 diversos niveis de refinamento com o objectivo de se obter um adequado compromisso
entre o tempo de célculo e a precisdo da solucdo. Tendo-se adoptado para os elementos
rectangulares que ddo origem aos tridngulos da malha uma relagdo entre altura e largura
unitdria, apresenta-se na Figura 3 a evolucdo dos valores do coeficiente de impulso K., em
funcdo do ndmero de elementos quadrangulares dispostos na direc¢do vertical, ao longo da
altura H (Figuras 1 e 2).

A curva obtida e os resultados provenientes de outras solugdes de referéncia [3,4,5] (valores
entre 5,26 e 5,34), levaram a considerar como satisfatério o nivel de refinamento correspondente
a 50 elementos quadrados dispostos na direc¢do vertical, para o qual se obtém K,=5,26.
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Figura 3 — Refinamento da malha



3. CASOS EM ESTUDO

Como foi anteriormente referido pretende-se efectuar o estudo num macico de solo sem coesao.
No entanto, devido a consideragdes de origem tedrica e de resolu¢do numérica, introduziu-se
nos calculos um valor de coesdo de 0,001 kPa. Para os casos em estudo admitiu-se um estado
plano de deformacao, tendo o solo uma superficie de cedéncia definida pelo critério de Mohr-
Coulomb.

3.1 Carregamentos motivados pelo peso volimico do solo

Foram determinados coeficientes de impulso de terras relativos a carregamentos devidos a um
maci¢o de peso volimico v, altura H, 4ngulos de atrito ¢’=20°, 30° e 40° e com 9 varidvel entre
0°e ¢’. A descricdo geométrica do problema ¢ ilustrada na Figura 1. Na Figura 4 mostra-se a
imagem da aproximacdo da fronteira Fy obtida para o angulo de atrito ¢’=30°. A fronteira €
assim designada pelo facto de o carregamento em estudo ser constituido pelo peso voliimico. Os
pardmetros My e M, referidos na figura sao definidos através de:

Ty = e n=— @)

onde os pardmetros T, € T, representam, respectivamente, a pressdo horizontal e a tensdo
tangencial adimensionalizados em relacdo a profundidade, z, e ao peso voldmico do solo, Y.
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Figura 4 — Representagdo do conjunto Fy aproximado para o caso ¢’=30°

A fronteira F, foi obtida através da determinagdo de coeficientes de impulso activo e passivo
com valores de O positivos e negativos. Os valores destes impulsos foram determinados
impondo-se uma relagdo constante entre O, e 7 e portanto, um valor fixo de J. Os casos

tradicionais correspondem a valores positivos de 0 para o caso do impulso activo e a valores
negativos deste dngulo para o caso do impulso passivo. Com o objectivo de completar a forma
da fronteira F,, foram realizados célculos adicionais, denominados “outros mecanismos” [2],
ndo enquadrdveis nos casos cldssicos, atrds referidos, de impulso activo e passivo. Estes
célculos foram realizados mantendo fixo o valor de uma das tensdes aplicadas e fazendo variar
o valor da outra. Note-se que, para os casos indicados como passivos e activos, M, € Ny
representam respectivamente as componentes horizontal e vertical dos coeficientes de impulso.



Apresenta-se nas Figuras 5 e 6 as malhas deformadas e a taxa de dissipacdo interna para dois
casos: um primeiro correspondente a um impulso activo quando 0=¢’/3; o segundo
correspondente a um ‘“outro mecanismo”, quando mM,=0,51 e n;=1,00. No caso do impulso
activo (Figura 5), verifica-se a formacdo de uma cunha de solo em deformacdo pléstica,
formando uma zona de contacto com o restante solo que ndo se afasta significativamente de
uma superficie plana. Este resultado ¢ tipico da determinagao de impulsos activos. No caso do
“outro mecanismo” (Figura 6), evidencia-se um tipo de cinemadtica ndo englobavel em qualquer
tipo de mecanismo tradicional. Chama-se a atencdo para o facto de que, por motivos de
visualizagdo grafica, se apresentam figuras de malhas menos finas que as utilizadas nos calculos
para os quais se obtiveram os valores apresentados.

Figura 5 — Malha deformada e taxa de dissipacdo interna obtidas no cdlculo do coeficiente de
impulso activo para ¢’=30° e d=¢’/3

Figura 6 — Malha deformada e taxa de dissipacdo interna obtidas para ¢’=30°, 1,=0,51 e
Nw=1,00

3.2 Carregamentos motivados pela aplicacio de sobrecargas a superficie do terreno
Foram determinados coeficientes de impulso de terras relativos a carregamentos devidos a

aplicac@o de sobrecargas, q, a superficie do terreno com peso volimico nulo (y=0), altura H,
angulos de atrito ¢’=20°, 30° e 40° ¢ com J varidvel entre 0° ¢ ¢’. A geometria do problema é



descrita na Figura 2. A determinacgdo dos coeficientes de impulso de terras € realizada através de
um processo semelhante ao da subsec¢do anterior e a fronteira F relativa ao tipo de

carregamento € designada por F\.
Na Figura 7 ilustra-se a imagem da aproximacdo da fronteira F obtida para um angulo de atrito

0’=30° onde os parametros 1, e M sdo definidos por:

o, T
M = e n,=— (3)
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Figura 7 — Representacdo do conjunto F, aproximado para o caso ¢’=30°

Apresenta-se nas Figuras 8 e 9 as malhas deformadas e a taxa de dissipacdo interna para dois

casos: um primeiro correspondente a um impulso passivo quando 8=¢’/3 e um segundo
4,00. No caso do impulso

correspondente a um “outro mecanismo”, quando 1,=-2,35 e My
passivo (Figura 8), verifica-se a formacdo de uma cunha de solo em deformacdo pléstica,

formando uma zona de contacto com o restante solo com forma curva nas maiores
profundidades evoluindo para uma forma planar nas menores profundidades, formando aqui um
angulo com a horizontal de aproximadamente 45°-¢’/2=30°. Este resultado é tipico da
determinac@o de impulsos passivos. No caso do “outro mecanismo” (Figura 9), evidencia-se, tal
como na Figura 6, um tipo de cinemadtica ndo englobavel em qualquer tipo de mecanismo
tradicional, com a zona em deformacdo restringindo-se a uma localiza¢cdo muito préxima do

paramento vertical.
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Figura 8 — Malha deformada e taxa de dissipacdo interna obtidas no cdlculo do coeficiente de
impulso passivo para ¢’=30° ¢ 8=¢’/3
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Figura 9 — Malha deformada e taxa de dissipacdo interna obtidas para ¢’=30° ,n,=-2,35 ¢
Nv=4,00

3.3 Comparacio com outras solucdes existentes

3.3.1 Carregamentos motivados pelo peso do solo

Na Figura 10 apresenta-se graficamente a comparagdo entre os valores de coeficiente de
impulso activo, K, e passivo, K, calculados pela metodologia numérica anteriormente
apresentada e os fornecidos pelos métodos de Coulomb (solu¢do da regido superior) e de
Kérisel-Absi (solugdo da regido inferior), na situacdo de carregamentos motivados pelo peso do

solo, para angulos ¢’=20°, 30° e 40°.

0,7 7
Q\
0,6 .
\g\
0,5 a TR \¢’=20°
AN R-9
Ka’Y 0’4 ] \g\
B T 0=30°
0,3 - - S
0’=40°
0.2 - S
0,1 T T T T 1
-1,0  -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5
5/0'

20
q X
\ gr=40°
15 7 \\\ X Coul
\@\X
Kp'y 107 ¢_300 @\ --0-- MN
b
Q\\X .
3 o= Ty m & Ka
;\xﬁg;\éiiggg
0 T T T T T ]
-,5 -1,0 05 00 O05 10 1,5
8/

Figura 10 — Comparagdo entre os valores de K, e K, calculados pelo método numérico (MN) e
os fornecidos por Coulomb (Coul) e Kérisel-Absi (KA)

Os Quadros 1 e 2 mostram, para o exemplo de ¢’=30° a comparacdo entre os coeficientes de

impulso activo e passivo calculados e os obtidos por outros métodos.



Quadro 1 — Comparacio entre os coeficientes de impulso activo K,

K,y (activo tradicional)

Solugdes da regido superior Solugif:l(;e(iiaoieglao
y o o Coulomb Soubra-Macuh p Kérisel-Absi

¢’ () 39 7] 3] Célculo (6]

0 0,333 0,333 0,333 0,333

/3 0,308 0,309 0,309 0,30
30 0’/2 0,301 0,303 0,303 -

20°/3 0,297 0,300 0,301 0,300

0’ 0,297 0,304 0,307 0,308

Quadro 2 — Comparacio entre os coeficientes de impulso passivo K,

K, (passivo tradicional)

Solugdo da
Solugdes da regido superior regido
inferior
Kumar- Kérisel-
Ve 8O COL[‘;‘}mb Soubra-Macuh ¢\t Rao Caleulo Absi
(31 (4] (6]
0 3,00 3,00 3,00 3,00 3,0
/3 4,14 4,03 4,02 4,02 4,0
30 0’12 4,98 4,65 4,62 4,62 4,6
2¢°/3 6,11 5,34 5,26 5,26 5.3
0} 10,10 6,93 6,68 6,56 6,5

A utilizacdo duma solugdo da regido superior subestima o valor do impulso activo e sobrestima
o valor do impulso passivo. O contrério verifica-se para as solugdes da regido inferior. A anélise
do Quadro 1 permite constatar que os valores de K, determinados pela metodologia numérica
apresentada sdo superiores ou iguais aos dos restantes métodos da regido superior e muito
préoximos dos obtidos através da solucdo da regido inferior de Kérisel & Absi. Tal demonstra a
proximidade a soluc¢do exacta.

De igual forma, os valores de K;, calculados sdo inferiores ou iguais aos dos restantes métodos
da regido superior e igualmente muito préoximos dos valores da regido inferior de Kérisel &
Absi, mostrando portanto, também, a proximidade a soluc¢do exacta.

3.3.2 Carregamentos motivados pela aplicacdo de sobrecargas a superficie do terreno

Para este tipo de carregamento e para angulos ¢’=20° 30° e 40°, os coeficientes de impulsos
activo, K,q, € passivo, K,,, resultantes da aplicacdo do programa de célculo, assim como os
fornecidos pelas tabelas de Kérisel-Absi (para o caso activo) e por Soubra-Macuh (para os casos
activo e passivo), s@o apresentados graficamente na Figura 11.
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Figura 11 — Comparag@o entre os valores de K, € K4 calculados pelo método numérico (MN) e
os fornecidos por Soubra-Macuh (SM) e Kérisel-Absi (KA)

Os Quadros 3 e 4 fornecem também algumas comparagdes correspondentes aos coeficientes de
impulso activo e passivo para o caso ¢’ =30°.

Quadro 3 — Comparacdo entre os coeficientes de impulso activo K,q
K, (activo tradicional)

Solugdes da regido superior Solugao d? reglao
inferior
Soubra-Macuh Kérisel-Absi
> (° o(° Cilculo
¢’ () ©) 3] (6]
0 0,333 0,333 0,333
0’/3 0,310 0,310 0,310
30 0’72 0,304 0,304 0,305
2¢0°/3 0,302 0,303 0,304
0’ 0,309 0,314 0,315

Quadro 4 — Comparacio entre os coeficientes de impulso passivo K,
K4 (passivo tradicional)
Solu¢des da regido superior

o © 5) Soubr??-,l]\/[acuh Caleulo
0 3,00 3,00
0’/3 3,98 3,95
30 0’72 4,53 4,45
2¢0°/3 5,10 4,94
0’ 6,28 5,83

Também nesse caso os graficos da Figura 11 e os Quadros 3 e 4 evidenciam a boa qualidade dos
valores obtidos sem que exista discordancia com os outros métodos.



4. CONSIDERA COES FINAIS

Aplicou-se uma implementacdo numérica do teorema cinemadtico a determinagao de impulsos de
terras de solos puramente atriticos devidos aos carregamentos correspondentes ao peso proprio
do solo e a uma sobrecarga aplicada a superficie do terreno suportado.

Estes resultados permitem a definicdo de duas fronteiras dos carregamentos suportiveis pelo
macico, uma para cada um dos carregamentos considerados. A definicio completa desta
fronteira evidenciou a existéncia de mecanismos enquadraveis nos célculos cldssicos de
impulsos activos e passivos, mas também de outros mecanismos.

A comparag@o dos resultados dos coeficientes de impulso obtidos com os provenientes de
outros autores utilizando quer o teorema cinemadtico quer o teorema estatico mostrou que, por
um lado, o método desenvolvido fornece, globalmente, melhores solugdes que os outros
métodos que utilizam solugdes da regido superior (teorema cinematico). Por outro lado, a
comparag@o com resultados que utilizam solucdes da regido inferior (teorema estatico) mostra
uma grande proximidade, permitindo concluir que os resultados obtidos estdo muito préximos
da solugdo exacta.
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